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บทคัดย่อ 
 ในงานวิจัยนี้ได้ให้ทฤษฎีบทและบทตั้งที่ส าคัญเกี่ยวกับจ านวนเฉพาะแมร์แซน รวมถึงวิธีพิสูจน์ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 

2 2( 1) 5
yxp z+ + =  ไม่มีผลเฉลยของจ านวนเต็มที่เป็นลบ เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน 

ค าส าคัญ: สมการไดโอแฟนไทน์  จ านวนเฉพาะแมร์แซน  จ านวนเฉพาะ 

Abstract 
 In this paper, we propose the important theorem and lemma about a Mersenne prime number. We also 
prove that the Diophantine equation 2 2( 1) 5

yxp z+ + =  has no non-negative integer solution where p  is a 
Mersenne prime number 

Keywords: Diophantine equation, Mersenne prime number, Prime number 

ความน า 
 วิธีการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์เป็นหัวข้อที่ส าคัญและได้ศึกษากันมาอย่างต่อเนื่อง แต่ยังไม่มีวิธีการที่สมบูรณ์
แบบท่ีจะบอกว่าสมการไดโอแฟนไทน์ที่ก าหนดให้มานั้นมีผลเฉลยหรือไม่ หรือถ้ามีผลเฉลยจะมีมากน้อยเพียงใด สมการไดโอแฟนไทน์
ที่มีช่ือเสียงและรู้จักกันดีอยู่ในรูปแบบ 
  2

p
yx q z+ =  

 มีบทความวิจัยจ านวนมากได้พยายามหาเง่ือนไขเพื่อศึกษาผลเฉลยของสมการดังกล่าว เช่น ศึกษาภายใต้ภายสมบัติของ
จ านวนเฉพาะ จ านวนเฉพาะแมร์แซน หรือจัดรูปแบบของสมการใหม่ ดูรายละเอียดเพิ่มเติมได้จากเอกสาร [1, 2, 3, 4, 5] 
 การหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์เริ่มจากข้อคาดการณ์ของ Catalan [6] ในปี ค.ศ. 1844 ว่า ( , , , ) (3,2,2, 3)a b x y =  
เป็นผลเฉลยชุดเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 1x ya b- =  โดยที่ , ,a b x  และ y  เป็นจ านวนเต็ม และ { , , , } 1min a b x y >  
ต่อมาในปี ค.ศ. 2004 Mihailescu [7] ได้ท าการพิสูจน์ข้อคาดการณ์ของ Catalan ส าเร็จ ในปี ค.ศ. 2012 Suvarnamani [8] พบว่า
สมการไดโอแฟนไทน์ 2x yA B z+ =  มีผลเฉลยเป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและในปีเดียวกัน Tatong และ Suvarnamani [9] 
พบว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2x yp p z+ =  มีผลเฉลยเป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยที่ p  เป็นจ านวนเฉพาะ 
 หลังจากนั้นในปี ค.ศ. 2013 Sroysang [10] ได้พิสูจน์เพิ่มเติมว่า (0,1, 3)  เป็นผลเฉลยชุดเดียวของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ
ของสมการไดโอแฟนไทน์ 27 8x y z+ =  
 ในปี ค.ศ. 2014 Suvarnamani [11] ได้ค้นพบผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2x yp q z+ =  เมื่อ p  เป็นจ านวน
เฉพาะคี่โดยที่ 2q p- =  และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ต่อมาในปี ค.ศ. 2015  Tatong และ Suvarnamani [12] ได้
ศึกษาสมการไดโอแฟนไทน์ 2 2( 1) x yp q z+ + =  เมื่อ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซนโดยที่ 2q p- = และ , ,x y z  เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ โดยพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์  2 2( 1) x yp q z+ + =  ไม่มีผลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และในการ
พิสูจน์ข้อเท็จจริงดังกล่าวจ าเป็นต้องอาศัยบทตั้ง ดังนี้ 

บทตั้ง [12] ถ้า q  เป็นจ านวนเฉพาะคี่ และ ,y z  เป็นจ านวนเต็มทีไ่ม่เป็นลบ แล้วสมการไดโอแฟนไทน์ 21 yq z+ =  ไม่มี
ผลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 แต่ในบทตั้งดังกล่าวยังมีข้อบกพร่องโดยสังเกตว่าถ้าแทน 1y = , 2z =  และ 3q =  จะได้ว่า ( , , )y z q  เป็นผลเฉลยของ 

21 yq z+ =  นั่นหมายความว่ากรณี q  เป็นจ านวนเฉพาะคี่ใดๆ บทตั้งดังกล่าวไม่จริงดังนั้นจึงเป็นท่ีสงสัยกันว่ากรณี 5q =  สมการได
โอแฟนไทน์ 2 2( 1) 5x yp z+ + =  จะมีผลเฉลยหรือไม่จึงเป็นท่ีมาของบทความวิจัยช้ินนี้ท่ีจะศึกษาให้แน่ชัด 

1 นักศึกษาหลักสูตรคณิตศาสตร์ สาขาวชิาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์ มหาวิทยาทกัษิณ  
2 อาจารย์ประจ าสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวทิยาลัยราชภัฏเลย  
3 อาจารย์ประจ าสาขาวิชาคณิตศาสตร์ คณะครุศาสตร์  มหาวิทยาลัยราชภัฏเลย   
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ความรู้พ้ืนฐาน 
 ในเนื้อหานี้จะให้ความรู้พื้นฐานท่ีจ าเป็นส าหรับการพิสูจน์ทฤษฎีบทหลักโดยมีรายละเอียดดังนี้ 
 1. บทนิยาม 2.1 [13]  ให้ p  เป็นจ านวนเฉพาะ จะเรียก p  ว่าจ านวนเฉพาะแมร์แซน ถ้า 2 1kp = -  ส าหรับบาง
จ านวนเฉพาะ k  และจ านวนเฉพาะแมร์แซนบางจ านวน แสดงรายละเอียดดังตาราง 

k  2 1kp = -  จ านวนเลขโดดของ p  
2 3 1 
3 7 1 
5 31 2 
7 127 3 
M M M 

 2. ทฤษฏีบท 2.2 [13] ทฤษฏีบทหลกัมูลของเลขคณิต 

  ให้ n Î ¢  และ 1n >  จะได้ว่า n  สามารถเขียนได้ในรูป 1 2 3

1 2 3
... k

a a a a

k
n p p p p=  โดยที่ 

1 2 3
, , , ...,

k
p p p p  เป็น

จ านวนเฉพาะซึ่ง 
1 2 3

...
k

p p p p< < < <  และ 
i

a Î ¥  ส าหรับ 1, 2, 3, ...,i k=  และจะเขียน n  ในรูปดังกล่าวได้เพียง
แบบเดียวเท่าน้ัน 
 3. ทฤษฏีบท 2.3 ส าหรบั +Î ¢a  และ p  เป็นจ านวนเฉพาะ ถ้า ka p  แล้ว 2 3{1, , , , ..., }ka p p p pÎ  

  การพิสูจน์  ก าหนดให้ +Î ¢a  และ p  เป็นจ านวนเฉพาะ และ ka p  โดยบทนิยามการหารลงตัว ได้ว่า จะมี 

b +Î ¢  ที่ ท า ใ ห้  kp a b= ×   นั่ น คื อ  ...

k terms

p p p p p a b

-

× × × × × = ×14444442 4444443
 ดั ง นั้ น จ ะมี  ,r s +Î ¢  โ ด ยที่  + =r s k  แ ล ะ 

r sp p a b= ×   เป็นผลให้ ra p=  หรือ sa p=  ดังนั้น 2 3{1, , , , ..., }ka p p p pÎ  W  
 4. บทต้ัง 2.4 [10] ( , , , ) (3,2,2, 3)a b x y =  เป็นผลเฉลยชุดเดียวของสมการไดโอแฟนไทน์ 1x ya b- =  โดยที่ 

, , ,a b x y  เป็นจ านวนเต็ม และ { , , , } 1min a b x y >  
 
เนื้อหา 
 ในการศึกษาทฤษฎีบทหลักจ าเป็นต้องอาศัยบทตั้งท่ีส าคัญดังนี้ 
 1. บทต้ัง 3.1 ให ้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน และ 2q p- =  จะได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 21 yq z+ =  ไม่มีผล
เฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
  การพิสูจน์  ให้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน และ 2q p- =  สมมติให้ ,y z  เป็นผลเฉลยที่ไม่เป็นลบของสมการ 

   
21 yq z+ =  (1) 

  ในการพิสูจน์ได้แบ่งออกเป็น 3 กรณี คือ กรณี 0y = , 1y = และ 1y >     
  พิจารณา  กรณี 0y =  
  แทน 0y =  ในสมการ (1) จะได้ว่า 2 2z =   ซึ่งเป็นไปไม่ได้ เพราะว่าไม่มีจ านวนเต็มใดๆที่ยกก าลังสองมีค่าเท่ากับ 2
  
  กรณี 1y =   
  แทน 1y =  ในสมการ (1) จะได้ว่า  2 1z q= +            (2) 
  และเนื่องจาก 2q p- =  จากสมการ (2) จะได้ว่า  

   
2 3z p= +                                          (3) 

  และเนื่องจาก p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน นั่นคือ 2 1kp = -  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ k  จากสมการ (3) แทน 
2 1kp = -  จะได้ว่า  2 2 2kz = +  นั่นคือ 

   2 12(2 1)kz -= +                                    (4)  
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  จากสมการ (4) จะได้ว่า 1(2 1)k- +  เป็นจ านวนคี่ และ 2 เป็นจ านวนคู่ ท าให้ได้ว่า 2z  เป็นจ านวนคู่  ดังนั้น z  เป็น
จ านวนคู่  นั่นคือ 2 ; 0z m m= ³   เพราะฉะนั้น  2 24z m=   จากสมการ (4) จะได้ว่า  2 14 2(2 1)km -= +   นั่นคือ 

2 12 2 1km -= +   (5) 
  จากสมการที่ (5) จะเห็นว่าเป็นไปไม่ได้ เนื่องจาก 22m  เป็นจ านวนเต็มคู่ ในขณะที่ 12 1k- +  เป็นจ านวนเต็มคี่ 
 
  กรณี 1y >            
  แทน 1y > ในสมการ (1) จะได้ว่า 2 1  1yz q q= + > +      
  และเนื่องจาก 2q p- =  ดังนั้น 5q ³  เป็นผลให ้ 2 6z > ดังนั้น 2z >    
  เนื่องจาก  5, 1q y³ >  และ 2z >  ดังนั้น { , , } 1min q y z >      
  และเนื่องจาก 

2 1yz q- =  โดยบทตั้ง 2.4 จะได้ 3, 2z q= =  และ 3y =  
  ขัดแย้งกับ 5q ³  เพราะฉะนั้น ถ้าให้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน และ 2q p- =  จะได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 

21 yq z+ =  ไม่มผีลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ W 
    
 2. บทต้ัง 3.2 ให ้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน  จะได้ว่า  
   2 2( 1) 1xp z+ + =  ไม่มผีลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
  การพิสูจน์  ให้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน สมมติให้ ,x z  เป็นผลเฉลยที่ไม่เป็นลบของสมการ 
   2 2( 1) 1xp z+ + =             (6)  
  ในการพิสูจน์ได้แบ่งออกเป็น 3 กรณี คือ กรณี 0x = , 1x =  และ 1x >  
  พิจารณา  
  กรณี 0x =             
  แทน 0x =  ในสมการ (6) จะได้ว่า 2 2z =   ซึ่งเป็นไปไม่ได้  เพราะว่าไม่มีจ านวนเต็มใดๆที่ยกก าลังสองมีค่าเท่ากับ 2 
  กรณี 1x =   
  แทน 1x =  ในสมการ (6) จะได้ว่า  
   Þ 2 2( 1) 1p z+ + =      
   Þ 2 2( 1) 1z p- + =   
   Þ [ ( 1)][ ( 1)] 1z p z p- + + + =   (7) 
  จากสมการ (7) แบ่งการพิจารณาเป็น 2 กรณี คือ                           
   1) กรณี ( 1) 1z p- + =  และ ( 1) 1z p+ + =   
    เนื่องจาก ( 1) 1z p- + =  จะได้ว่า  
             2z p- =  (8) 
    และจาก  ( 1) 1z p+ + =  จะได้ว่า  
             0z p+ =                                           (9)  
    น าสมการ (8) + (9) จะได้ว่า  2 2z =  นั่นคือ  1z =                      
     แทน  1z =  ในสมการ (8) จะได้ว่า 1p = -  ซึ่งขัดแย้งกับ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน 
   2) กรณี ( 1) 1z p- + = -  และ ( 1) 1z p+ + = -   
    เนื่องจาก ( 1) 1z p- + = -  จะได้ว่า  
             0z p- =                       (10) 
    และจาก  ( 1) 1z p+ + = -  จะได้ว่า  
             2z p+ = -                                      (11) 
    น าสมการ (10) + (11)  จะได้ว่า  2 2z = -  นั่นคือ 1z = -   
    ซึ่งขัดแย้งกับ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
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  กรณี  1x >   
  แทน 1x >  ในสมการ (6) จะได้ว่า 2 2 2( 1) 1 ( 1)  1xz p p= + + > + +  
  เนื่องจาก p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน ดังนั้น 3p ³   
  เป็นผลให ้ 2 17z > ดังนั้น 4z >   
  เนื่องจาก 3, 1p x³ >  และ 4z > ดังนัน้ { , , } 1min p x z >  
  และเนื่องจาก 

2 2( 1) 1xz p- + =  โดยบทตั้ง 2.4 จะได้ 3, 1 2z p= + =   
  ดังนั้น 1p =  ขัดแย้งกับ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน 
  เพราะฉะนั้น ถ้าให้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน  จะได้ว่าสมการไดโอแฟนไทน์ 2 2( 1) 1xp z+ + =  ไม่มีผลเฉลย
ของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ W 
  
 3. ทฤษฎีบทหลกั 3.3 สมการไดโอแฟนไทน์ 

2 2( 1) 5x yp z+ + =  ไม่มผีลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไมเ่ป็นลบ เมื่อ p  เป็น
จ านวนเฉพาะแมร์แซน  
  การพิสูจน์  ให ้ p  เป็นจ านวนเฉพาะแมร์แซน สมมติให้ , ,x y z  เป็นผลเฉลยที่ไม่เป็นลบของสมการ   
   2 2( 1) 5x yp z+ + =                                   (12) 
  ในการพิสูจน์ได้แบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ กรณี 0x =  และ 1x   
  พิจารณา 
  กรณี 0x =             
  แทน 0x =  ในสมการ (12) จะได้ว่า 21 5y z+ =        
  โดยบทตั้ง 3.1 จะได้ว่าสมการนี้ไม่มีผลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
  กรณี 1x      ในการพิสูจน์ได้แบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ กรณี 0y =  และ 1y ³  
  พิจารณา  
  กรณี 0y =             
  แทน 0y =  ในสมการ (12)  จะได้ว่า 2 2( 1) 1xp z+ + =  
  โดยบทตั้ง 3.2 จะได้ว่าสมการนี้ไม่มีผลเฉลยของจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ   
  กรณี 1y ³             

            จากสมการ (12)  จะได้ว่า   

   
2 2

][ ( 1

5 )

) [

( 1

] ( 1)

y x

x xz p z p

z p

= - + + +

= - +
  

  จากทฤษฎีบท 2.2  จะได้ว่า 
   ( 1) 5x uz p- + =                               (13) 
  และ   ( 1) 5x y uz p -+ + =   เมื่อ y u>  และ {0}u +Î ÈZ            (14) 
  น าสมการ (13) - (14) จะได้ 
   5 5 2( 1)y u u xp- - = +  
   Þ  

25 (5 1) 2( 1)u y u xp- - = +  (15) 
  เนื่องจาก p  เป็นจ านวนเฉพาะแมรแ์ซน  ดังนั้น 2 1kp = -  ส าหรับบางจ านวนเฉพาะ k    จากสมการ (15)  แทน 

2 1kp = -   จะได้ว่า    
   2 15 (5 1) 2(2 1 1) 2(2 ) 2y u k x x xu k k- +- = - + = =   (16) 

  จากสมการ (16) จะได้ว่า     15 | 2u kx +                
  และจากทฤษฎีบท 2.3 จะได้ว่า  1 2 15 {1,2 ,2 , ..., 2 }u kx+Î  นั่นคือ 5 1u =   
  ดังนั้น 0u =  และจากสมการ (16) แทน 0u =  จะได้ว่า 
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   15 1 2y kx +- =    (17) 
  จากสมการ (17) จะได้ว่า 
   15 2 1y kx +- =   (18) 
  และจากสมการ (18) แบ่งการพิจารณาเป็น 2 กรณี คือ กรณี 1y =  และ 1y >  
  พิจารณา  
  กรณี 1y =    
  แทน 1y =  ในสมการ (18) จะได้ว่า 15 2 1kx +- =         
  ดังนั้น  12 4kx + =    เป็นไปไม่ได้  เพราะวา่ k  เป็นจ านวนเฉพาะ 
  กรณี 1y >             
  จากสมการ (18) เนื่องจาก 1y >  และ 1 3kx + ³  ดังนั้น { , 1} 1min y kx + >  โดยบทตั้ง 2.4 และจากสมการ 
(18) จะได้ว่า 5 3=  ซึ่งเป็นไปไม่ได้  
  เพราะฉะนั้น สมการไดโอแฟนไทน์ 

22( 1) 5x yp z+ + =  ไม่มีผลเฉลยของจ านวนเตม็ที่ไม่เป็นลบ เมื่อ p  เป็น
จ านวนเฉพาะแมร์แซน  W 
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